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Abstrakt (€esky)

Cilem této prace je porovnani vzdy pravdivych vyroka klasické dvouhodnotové vyrokové
logiky, tak zvanych tautologii, s vyroky, které jsou vzdy pravdivé ve fuzzy logice. V této préci se
zametujeme hlavné na zjistovani zda tautologie klasické vyrokové logiky jsou také 1-tautologiemi
v nekteré z nejznamgjSich vyrokovych fuzzy logik nebo dokonce v zakladni logice a plati tudiz ve
vsech logikach.

Prvni ¢ast prace je vénovana klasické dvouhodnotové logice. V této ¢asti definujeme pojmy
jako vyrok, sloZeny vyrok, vyrokova formule a také se zde zabyvadme nekterymi vlastnostmi
z&kladnich vyrokovych spojek. Nekolik odstavca je také urceno kosvétleni odvozovani a
odvozovacich pravidel v klasické logice. Na zavér prvni ¢asti si uvedeme nékolik nejvyznamngjsich
tautologii dvouhodnotové vyrokové logiky.

V druhé ¢asti se budeme zabyvat vyrokovou fuzzy logikou, nejprve si povime, pro¢ vlastné
fuzzy logika vznikla a co je jeji podstatou, a pak se budeme vénovat zpisobu, jakym jsou ve fuzzy
logice odvozeny vyrokove spojky. Dale rozebereme nékteré vlastnosti zakladni logiky a zjistime, jaké
v ni plati zdkony. Konkrétni vlastnosti logiky ale zavisi na volbé& pravdivostni funkce zé&kladni
vyrokové spojky (konjunkce), tak zvané t-normy. Jednotlivé fuzzy logiky se pravé v zavislosti na
volb¢ t-normy liSi. My si popiSeme tti nejzndmgjsi logiky (Lukasiewiczovu, Gddelovu a soucinovou) a
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Treti a posledni ¢a&st je wveénovana chovani tautologii, které jsme uvedli v Casti
o dvouhodnotové vyrokové logice, ve fuzzy logice. Jednu po druhé zde prozkoumame a ovétime,
které plati v z&kladni logice, a u kterych zalezi na volbé t-normy.



Abstract (English)

The purpose of this paper is the comparison of propositions that are always true, so called
tautologies, in two-valued logic with always true propositions in fuzzy logic. For the most part, in this
paper we are focusing on the investigation of whether the tautologies of classical two-valued logic are
also 1-tautologies of one of the most known propositional fuzzy logics or even 1-tautologies of Basic
Logic, and therefore are always true in any logic.

First part is dedicated to the classical two-valued propositional calculus. In this part we will
define terms like proposition, compound proposition and propositional formula and we will also
concern some properties of basic propositional connectives. A few paragraphs are also dedicated to the
declaration of deduction and deduction rules in classical logic. In the closing of the first part we will
name some of the most important tautologies of the classical two-valued propositional calculus.

In the second part we will consider propositional fuzzy logic; at first we will introduce the
origin and the very main purpose of the fuzzy logic and then we will focus on the manner of derivation
of the propositional connectives. Then we will discuss some properties of Basic Logic and will learn
which laws are valid here. The particular characteristics of propositional calculi depend on the choice
of truth function of the basic propositional connective (conjunction), which we refer as a t-norm.
Individual fuzzy logics just differ with various choice of t-norm. Here we will describe the three most
known calculi (Lukasiewicz, Godel and produkt) and then manifest their most important differences.

The third part is devoted to the behaviour of tautologies we introduced in the first part
concerning two-valued propositional logic in propositional fuzzy logic. We will examine one by one
and verify which are valid in Basic Logic and which are dependent on the choice of t-norm.
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Uvod

Vznik logiky se datuje jiz do starého Recka. Za zakladatele logiky je vSeobecn& povazovan
Aristoteles a to dokonce logiky formalni v tom smyslu, jak ji chdpeme dnes. Béhem staleti prosla tato
veédecka disciplina bohatym vyvojem, az se v devatenactém stoleti opét navratila k matematickému
z&zemi. Tento navrat je spojen se jmény George Boolea, Johna Venna a dalSich, ktefi dali podnét ke
vzniku toho, co dnes nazyvame klasickou vyrokovou logikou. Na pocest prvniho z nich ji také nékdy
nazyvame booleovskou logikou.

Klasickd vyrokova logika se, jak jinak, zabyva pravdivosti vyrokd. piedmétem jejiho
zkoumani je to, jak souvisi pravdivost jednéch vyroka s jinymi, jestli nejsou nekteré vyroky dusledky
jinych vyrokt a dokonce to, jak souvisi celé mnoziny vyroka s jinymi. Klasicka logika chéape
pravdivost vyroku jako proménnou, ktera oviem piirozené muze nabyvat pouze dvou hodnot, pravda a
nepravda. Podle toho se také klasicka logika oznacuje jako dvouhodnotova.

B&hem vyvoje logiky ale omezeni pouze na pravdu a nepravdu piipadalo nékterym logikim
ponekud ,,cernobilé”, zkratka Ze pfiliS nepopisovalo realitu. A tak vzniklo mnoho raznych variant
klasické logiky, neklasickych logik, které ptipousti i dalSi moZnosti pravdivosti vyroku. Nékteré se
zabyvaji nemoznosti rozhodnout o pravdivosti vyroku, jiné naopak zkoumaji pravdivost vyroku
z ¢asoveho, moralniho nebo tieba pravdépodobnostniho hlediska. V Zivoté se ale ¢asto setkdvame
s vyroky, o kterych si umime piedstavit, Ze jsou ¢i nejsou pravdivé, ale jednoduSe jsou nékteré vice
pravdivé nez ostatni. A prave riznymi stupni pravdivosti vyroki se zabyva fuzzy logika.

Fuzzy logika se objevila poprvé v roce 1965 v ¢lanku, jehoZz autorem byl profesor Lotfi A.
Zadeh. Slovo fuzzy znamend neostry, matny, mlhavy, neurcity, vagni. Odpovida tomu i to, ¢im se
fuzzy teorie zabyva: snazi se pokryt realitu v jeji nepiesnosti a neurcitosti.

Fuzzy logika je v souc¢asné dobé snad nejpopularnéjsi neklasickou logikou. Je tak diky tomu,
Ze v praxi je velmi ¢asto zapotiebi rozhodovat na zakladé vagnich udaju, a tak se vysledky fuzzy
logiky pouZzivaji v fadé oblasti, od regulace az po umélou inteligenci. Fuzzy regulatory automatickych
pracek jsou dnes téméi samoziejmosti. Fuzzy regulace se pouZziva v ¢im dal SirSich oblastech, od fuzzy
fokusu nekterych kvalitngjSich fotoaparat, pies elektronické automatické pirevodovky aZz po
zpétnovazebni kontrolu v jadernych elektrarnich. K poslednim uspéchum umélé inteligence patii
vyteSeni ulohy udrZeni stability prevrdceného kyvadla. K tomu, k cemu je jinak zapotiebi teSeni
soustavy diferencialnich rovnic, v redlném case nefeSitelné, staci osm jednoduchych fuzzy podminek.

vy s

finan¢nich trha.

My se oviem budeme zabyvat matematickymi z&klady fuzzy logiky jako néstroje priblizného

usuzovani. V tomto sméru je fuzzy logika rozsitenim klasické dvouhodnotoveé logiky.

V klasické logice existuje fada (dokonce nekone¢né mnoho) vyroka, které jsou vzdy pravdivé,
tzv. tautologii. Né&které z nich jsou natolik vyznamne, Ze se povaZzuji za zakony dvouhodnotove logiky,
tyto zakony pouzivame hlavné pti usuzovani a pti Gpravach vyrokovych formuli. Rada téchto zakont
je naSi mysli blizka, pouzivame je i v bé&Zném Zivote pti kazdodennim usuzovani, nékteré dalSi jsou
trochu komplikovangjsi, coz ale neznamend, Ze by byli mén¢ uZite¢né pti usuzovani a dokazovani.

Nekteré tautologie, které nam piipadaji ptrirozené ve dvouhodnotové logice, ve fuzzy logice
platit nemusi, jiné, které pasobi, Ze ani ve fuzzy logice platit nemély, naopak platit mohou. Cilem této
préace je porovnat prave tyto dulezité tautologie dvouhodnotové vyrokoveé logiky s tautologiemi fuzzy
logiky a zjistit, které tautologiemi jsou a které nikoliv.

Nejprve se budeme zabyvat dvouhodnotovou logikou, a ukadZeme, které vyznamné tautologie
zde plati. Potom se budeme zabyvat vlastnostmi jednotlivych fuzzy logik, zjistime, které vyroky jsou
platné v tzv. zakladni logice (tj. spolecném zakladu vSech vyrokovych logik) a na zaveér prozkoumame
chovani tautologii dvouhodnotové logiky ve fuzzy logice a zjistime, které z nich plati obecné
v zékladni logice, u kterych zalezi na konkrétnim vybéru logiky a které tieba neplati vibec.



1 Dvouhodnotova vyrokova logika

1.1 Vyroky

Vyroky tvoii samou podstatu vyrokove logiky, jak uZz ostatné napovida jeji nazev, zabyvame
se vni totiz usuzovanim zaloZzeném vyhradné na pravdivosti vyroki. Abychom zabranili
nedorozuméni, musime jednozna¢né uréit co vyrok je a co neni.

Definice 1.1.1 Vyrok je veta jazyka, které méa smysl priradit pravdivostni hodnotu.

PovSimnéme si, Ze u vyroku musi mit pfitazeni pravdivostni hodnoty smysl. Tato definice nic
nefika o tom, Ze musi byt mozné tuto pravdivostni hodnotu urcit. Piedstavte si naptiklad, Ze vam
nékdo v dopise posle vétu: ,je tu krdsné.* Vy se nemutiZete presveédeit o tom, zda to je ¢i neni pravda,
dalezité ale je, Ze by melo jisty smysl, kdyby to pravda byla (popfipadé nebyla). Tato véta tedy je
vyrokem.

V klasické vyrokoveé logice tikdme, Ze vyrok je pravdivy nebo Ze je nepravdivy, tedy Ze jeho
pravdivostni hodnota je pravda poptipadé nepravda a oznac¢ujeme ji symboly 1 respektive 0.

1.2 Slozené vyroky

V piirozeném jazyce muZeme vyroky spojovat pomoci gramatickych spojek jako jsou a, nebo,
jestlize ... pak. JestliZze spojime dva vyroky pomoci takovychto spojek pak vysledna véta je opét vyrok.

Vyrokova logika studuje to, jak pravdivost ¢i nepravdivost nékterych vyroki souvisi
s pravdivosti ¢i nepravdivosti jinych vyrokd. Obdobné jako v ptirozeném jazyce spojujeme vyroky
pomoci gramatickych spojek, maZzeme v logice spojovat vyroky pomoci logickych spojek. Protoze
tyto spojky spojuji vyroky, rikdme jim také vyrokové spojky.

vvrs

Nejjednodussi pouZivanou spojkou je jednomistna spojka negace, oznacujeme ji symbolem —.
Tato spojka neni spojkou v pravém slova smyslu, nebot' se vztahuje pouze k jednomu vyroku.
Oznacime-li n&jaky vyrok pismenem ¢, pak plati, Ze pravdivostni hodnota sloZzeného vyroku —¢ je
opacné k pravdivostni hodnoté vyroku ¢, ¢ili oznacuje jeho nepravdivost. Ke zobrazeni pravdivostnich
hodnot obvykle pouzivdme tabulku.

@ -

1 0

0 1
Tabulka 1.2.1

V tabulce zkoumame priabeh pravdivostnich hodnot sloZzeného vyroku v zavislosti na
pravdivosti vyroki, ze kterych je sloZzen. ProtoZze nezndme skute¢né pravdivostni hodnoty téchto
vyroku, predpokladame viechny jejich moZzné kombinace a misto o vyrocich hovotime o vyrokovych
promeénnych zastupujicich konkrétni vyroky. Vyrokové proménné obvykle oznacujeme malymi
pismeny fecké abecedy ¢, v, y.

Nejcastéji pouzivané dvoumistné spojky (tzn. spojujici dva vyroky) jsou konjunkce, disjunkce,
implikace a ekvivalence, které odpovidaji spojkam bé&zného jazyka ...a..., ...nebo..., jestlize... pak...,
...pravé tehdy kdyz... . Tyto spojky oznacujeme symboly 4, v, =, <. Pokud ozna¢ime dva vyroky
pismeny ¢ a y, potom pravdivost sloZzeného vyroku gy 0znacuje soucasnou pravdivost vyroku ¢ a y,
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pravdivost vyroku ¢ vy pravdivost alespon jednoho z obou vyroka a pravdivost vyroku ¢ < znamena
rovnost pravdivostnich hodnot vyroka ¢ a w. Vyrok o= je nepravdivy, kdyZz prvni vyrok (¢) je
pravdivy a druhy vyrok (y) je nepravdivy, jinak je tento vyrok vzdy pravdivy.

Prehledné prubéh pravdivostnich hodnot zachycuje tabulka 1.2.2.

@ y ony vy o=y Py

1 1 1 1 1 1

1 0 0 1 0 0

0 1 0 1 1 0

0 0 0 0 1 1
Tabulka 1.2.2

Toto samoziejmé nejsou vSechny jedno- a dvoumistné logické spojky. V praxi se obcas
setkame jeste s nekterymi dalSimi spojkami, pro tuto praci viak nejsou dalezité. Pocet vSech moznych
n-mistnych logickych spojek je 22, po¢et moznych dvoumistnych spojek je tedy 16.

PouZitim ruznych kombinaci vyse uvedenych vyrokovych spojek Ize sestavit vyroky s raiznym
priabéhem pravdivostni hodnoty, pokud uvazujeme dvé vyrokové promenné, Ize takto sestavit dokonce
vSech 16 moznych prabéhu pravdivostnich hodnot. O takové mnoZzing vyrokovych spojek fikame, Ze
je funkéne Uplna.

Definice 1.2.1 MnoZina vyrokovych spojek je funkéné uplna, pokud s ni Ize definovat vSech
16 dvoumistnych spojek.

1.3 Formule

JelikoZ slozené vyroky jsou také vyroky, lze je dale skladat pomoci vyrokovych spojek.
Protoze ale v logice nezkoumdme konkrétni vyroky, tak také v zapisech pouzivdme vyrokové
promeénné a misto o sloZzenych vyrocich a vyrocich, ze kterych jsou tyto sloZeny, se bavime o
vyrokovych formulich a podformulich.

Definice 1.3.1 Kazda vyrokova promenna je formule. KdyZ ¢, y jsou vyrokové formule, pak i
-0, PAY, @ VY, @ =y, <y jsou formule. Zadné jiné vyrazy nejsou vyrokové formule.

v matematice. Prabéh pravdivostni hodnoty jakékoliv formule Ize jednoduse zjistit z tabulky, nejprve
uréime pravdivostni hodnoty podformuli, teprve potom pravdivostni hodnotu vlastni formule. Ukazme
si to na ptikladé (p=y) A(y=9p).

@ Y =y Y =9 (p= ) A(Y=0)

1 1 1 1 1

1 0 0 1 0

0 1 1 0 0

0 0 1 1 1
Tabulka 1.3.1



Pokud si pozorné prohlédneme pribéh pravdivostnich hodnot nasi formule a porovname jej
s tabulkou zé&kladnich logickych spojek, zjistime, Ze je stejny jako prubéh pravdivostnich hodnot
ekvivalence. Pokud na néco takového narazime, tikdme, Ze formule (p=y)A(y=9p) a ¢y jsou
logicky ekvivalentni.

Definice 1.3.2 Dve formule jsou logicky ekvivalentni, pokud przbeh jejich pravdivostnich
hodnot v zavislosti na stejnych vyrokovych promennych je shodny.

1.4 Tautologie a kontradikce

Nyni prozkoumejme pribéh pravdivostnich hodnot teto formule: (pAy) =(p vi).

% Y oAy vy (o) =(ovy)

1 1 1 1 1

1 0 0 1 1

0 1 0 1 1

0 0 0 0 1
Tabulka 1.4.1

Zjistili jsme, Ze tato formule je vzdy pravdiva, nezévisle na hodnotach vyrokovych
proménnych. Formule, které jsou vzdy pravdivé, maji v logice zvlastni postaveni, takovym formulim
fikdme tautologie.

Definice 1.4.1 Tautologie je formule, kter4d je vidy pravdiva, pro kazdou kombinaci
pravdivostnich hodnot vyrokovych promennych..

Obdobné postaveni maji formule, které jsou vidy nepravdivé. Témto formulim tikdme
kontradikce.

Definice 1.4.2 Kontradikce je formule, ktera je vidy nepravdivd, pro kazdou kombinaci
pravdivostnich hodnot vyrokovych promennych.

O kontradikcich nekdy tikdme, Ze jsou nesplnitelné, to proto, Ze nejsou pravdivé pro Zadnou
kombinaci vyrokovych proménnych. VSechny ostatni formule jsou splnitelné.

Kazdého jisté napadne, Ze negaci tautologie dostaneme kontradikci a naopak. Jejich postaveni
je tedy totoZné.
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1.5 Odvozovani

Ve vyrokové logice se zabyvame usuzovanim zaloZzenym na pravdivosti vyroka.
NejdulezitejSi vlastnosti vyrokové logiky je moZnost usuzovat z pravdivosti jednéch formuli na
pravdivost jinych formuli.

K tomu existuji ve vyrokové logice jistd odvozovaci (nebo také dedukeni) pravidla. Odvozené
formule se nazyvaji dusledky vychozich formuli. NeZ se ale budeme moci zabyvat odvozovacimi
pravidly, musime definovat pojem logicke vyplyvani.

Definice 1.5.1 Jestlize formule ¢ = v je tautologie, rikame, Ze w logicky vyplyva z ¢.

Ke zjisténi, co logicky vyplyva z vychozi formule, pouZivame v klasické vyrokoveé logice tato
téi odvozovaci pravidla.

1.5.2 Modus ponens, neboli pravidlo odlouéeni

KdyZ ¢ a ¢ =y jsou pravdivé, potom i y je pravdivé.

1.5.3 Pravidlo substituce

Tautologie zastane tautologii, i kdyZ v ni nahradime kazdy vyskyt urc¢ité proménné jednou
a toutéZ spravné utvoienou formuli.

1.5.7 Pravidlo nahrazeni ekvivalentnich podformuli

Jestlize nahradime libovolnou podformuli tautologie formuli s ni ekvivalentni, vysledkem
bude opét tautologie.

Vyjdeme-li z logicky pravdivych formuli, pak aplikovanim téchto pravidel ziskdme opét
pouze pravdivé formule. Diky tomu muZeme definovat pojem disledek.

Definice 1.5.8 Formule ¢ je bezprostiednim dusledkem mnoZiny formuli I, jestlize vznikne
aplikaci nekterého z odvozovacich pravidel na formule 7.

Definice 1.5.9 Formule ¢ je logickym dtsledkem mnoziny formuli I" (I" |- ¢), jestlie ¢ €T,
nebo je bezprostiednim dusledkem 77, nebo bezprostrednim disledkem mnoZiny obohacené o nekteré
jeji bezprostredni dusledky.

1.6 Nékteré vyznamné tautologie

ProtoZe tautologie jsou vZdy pravdivé, je fada z nich povaZzovana za ,,zakony“ logiky. Tyto se
c¢asto pouZzivaji pti usuzovani a dokazovani a zjednoduSovani slozitgjSich formuli. Uved'me si zde

vy s

alespon nekteré z nejvyznamngjSich tautologii dvouhodnotové logiky.
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1.6.1 Zakon totoznosti

p=9
Zéakon totoZnosti fika, Ze pokud je vyrok pravdivy, pak je pravdivy.

1.6.2 Zakon dvojité negace

—(—=9) <o
Podle z&kona dvojité negace negovanim negace vyroku dostaneme pavodni vyrok.

1.6.3 Z&kon vylouéeného tietiho

Qv —p

Z&akon vylouceného tretiho tika, Ze vyrok je bud’ pravdivy, nebo nepravdivy. Potvrzuje tedy
samotnou ,,dvouhodnotovost” logiky.

1.6.4 Zakon sporu

(9 A =)
Podle tohoto zdkona nemuZe byt vyrok najednou pravdivy i nepravdivy.

1.6.5 Komutativni zakony
(pry) =W @) (komutativnost konjunkce)
(pvy) =W ve) (komutativnost disjunkce)

1.6.6 Asociativni zakony
(@A ay) @(@eay) Ay (asociativita konjunkce)
(v vy) <(evy) vy) (asociativita disjunkce)

1.6.7 Distributivni zakony

(eA(wvy) @(eary) vipay) (distributivnost konjunkce)
(v ay) <(evy) Alp vy) (distributivnost disjunkce)
(=W =x) =(p=y) =(p=yx) (distributivnost implikace)

Komutativni, asociativni a distributivni zdkony popisuji nékteré uzite¢né vlastnosti logickych
spojek. Tyto zakony ¢asto aplikujeme pti Gpravach a zjednoduSovani slozitgjSich formuli.

1.6.8 De Morganovy zakony
(@ Ay) = (=9 v —y)

(@ vy) < (=9 A —w)
De Morganovy z&kony ukazuji, jak Ize nahradit disjunkci konjunkci a naopak, ¢ehoZ se opét

.....

jednu z téchto spojek, ztstdva mnozina logickych spojek funkéné uplna.
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1.6.9 Zakon ekvivalence

(p=w) (9= Ay =9)

Ekvivalenci lze chapat jako oboustrannou implikaci. Po vypusténi spojky ekvivalence tedy
mnozina vyrokovych spojek take ztistava funkéné uplna.

1.6.10 Vyjadreni implikace

(p=v) = (=0 vy)

Implikace je nepravdiva, pokud druhy vyrok neplati a prvni ano. Implikaci Ize tedy takto
vyjadiit pomoci disjunkce. Z tohoto a ptedchozich zékona plyne, Ze mnoZiny vyrokovych spojek
{= 1}, {= v}, {— =} jsou funkénég uplné.

1.6.11 Idempotenéni zakony
(prg) =@
(pvo) =

Konjunkce a disjunkce shodnych vyroka nema zvlastni logicky vyznam. Opét je toto uZitecné
pti zjednoduSovani slozitgjSich formuli.

1.6.12 Absorpéni zakony
(pvipry) <o
(pr(pvy) <o

1.6.13 Z&kon kontrapozice

(o =y) < (v = —9)

Zéakon kontrapozice ukazuje logicky sprdvné obréceni implikace. Pokud neplati zaver, ke
kterému jsme dosli, pak neplati ani premisy, ze kterych vychéazime.

1.6.14 Z&kon Dunse Scota (kontradikce je explozivni)

(pr—p) =y
Z nepravdiveho piedpokladu Ize odvodit jakykoliv zavér. Tento zdkon mé zvIastni vyznam pfi
dokazovani bezespornosti teorii.

1.6.15 Z&kon o sluéovani premis

(p=w=0)={ery) =0

1.6.16 Zakon o zdméné premis

(p=(w=0) =W =(@=x)
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1.6.17 Hypoteticky sylogismus (tranzitivnost implikace)
((p=v) Ay =) =(e=2)

1.6.18 Princip ,,reductio ad absurdum®

(p=w) A(p=—w) = -9
(= =) A (mp =) =9 (diikaz sporem)

1.6.19 Diukaz rozborem pripadi

(pvw) A=) Ay =) =x

Pokud lze pravdivost vyroku doké&zat pomoci dvou riznych premis a plati alespon jedna
z nich, potom je vyrok pravdivy.
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2 Vyrokova fuzzy logika

2.1 Vyroky

Z definice 1.1.1 vime, Ze vyrok je véta, které ma smysl pfitadit pravdivostni hodnotu.
Predstavme si ale naptiklad vétu: ,, Ten ¢lovek je mlady.” VSichni vime co znamend, kdyz je ¢lovek
mlady, jak je to ale s pravdivosti tohoto vyroku? Bude tento vyrok pravdivy pokud mame na mysli
dvouleté dit€? A co tieba dvacetilety, tricetilety nebo sedmdesétilety ¢lovek? Jak je vidét, neumime
rozhodnout, zda je tento vyrok striktné pravdivy ¢i nepravdivy. Umime fict pouze zda je vice ¢i méné

pravdivy.

JiZ ndm tedy nebude stacit obor pravdivostnich hodnot {0,1}, ale rozSitime jej na cely interval
[0,1], kde O znamen& absolutni nepravdu a 1 absolutni pravdu.

Pravdivostni hodnota vyroku ,, Ten ¢lovek je mlady” zjevné bude zaviset na véku doty¢ného.
Umime si piedstavit i vyrok opacny: ,,Ten ¢lovek je stary*. Evidentné bude mezi témito vyroky néjaky
vztah, druhy by naptiklad mohl byt negaci prvniho. Prubéh jejich pravdivostnich hodnot by pak mohl
vypadat n¢jak takto:

1
08 -
06 Meady
04d TNy Stary
02

ol

Vék 5 11 17 23 29 35 41 47 53 59 65 71 77 83 89 95

Obrazek 2.1.1

Stejn¢ jako ve dvouhodnotové vyrokové logice zabyvame se ve fuzzy logice usuzovanim
zaloZzenym na pravdivosti jednotlivych vyroki. Ve fuzzy logice se bavime o priblizném usuzovani. Pti
usuzovani se neobejdeme bez sloZenych vyroka. Obdobné¢ jako v klasické logice zde muzeme skladat
vyroky pomoci vyrokovych spojek.

Zatimco v dvouhodnotové logice jsme meli omezeny pocet kombinaci pravdivostnich
ohodnoceni skladanych vyroka a mohli jsme tudiz k definici jednotlivych spojek pouZit pravdivostni
tabulky, ve fuzzy logice se pohybujeme na readlném intervalu pravdivostnich hodnot. K definici
vyrokovych spojek tedy nelze pouzit tabulku, ale n¢jaky funkéni vztah. ProtoZe sloZzeny vyrok je také
vyrokem a jeho pravdivostni hodnota musi také lezet v intervalu [0,1], je kazda bindrni vyrokova
spojka s zobrazenim f;: [0,1]° — [0,1] (protoZe fy(x,y) e [0,1] pro kazdé x, y<[0,1]). Funkci f;
nazyvame pravdivostni funkce spojky s.

2.2 Spojité t-normy
KdyZ volime pravdivostni funkce vyrokovych spojek musime mit na paméti, Ze fuzzy logika

je rozSitenim dvouhodnotové logiky, coZz znamena, Ze pro pravdivostni hodnoty 0 a 1 se musi
vyrokové spojky chovat stejné jako v dvouhodnotove logice.
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Zakladni spojkou, z niZz odvodime vSechny ostatni, je ve fuzzy logice silnd konjunkce &.
Intuitivné chapeme tuto spojku tak, Ze velka pravdivostni hodnota vyroku ¢ &y by méla znamenat
velkou pravdivostni hodnotu vyroki ¢ a w. MuaZeme tedy piedpokladat, Ze pravdivostni funkce
konjunkce je neklesajici v obou parametrech. Tuto pravdivostni funkci nazveme t-normou
(triangularni normou) a oznac¢ime ji t.

Definice 2.2.1 t-norma je binarni operator t na intervalu [0,1] (tzn. t: [0,1]*> — [0,1]), ktery
ma nésledujici vlastnosti:

(i) komutativnost a asociativita, tj., pro kazdé x, y, z € [0,1] plati:

txy) =ty %
tt(xy),2) =t t(y,2)

(i) izotonicita —t je neklesajici v obou parametrech, tj. pro x; <x,, y: <y, plati:

t (1, Y1) <t (X, ¥2)
(iii) Pro kaZzdé x e [0,1] plati

t(1,x)=x
t(0,x)=0

t je spojita t-norma, jestliZe t je t-norma a je spojitym zobrazenim t: [0,1]* — [0,1].

v sy

Z podminky (iii) vidime, Ze t-norma je rozSifenim klasické konjunkce, miZeme se snadno
presvedeit, ze platit (1,1) =1,t(1,0)=0,t(0, 1) =0at(0,0) =0.

Toto jsou nejdalezitejsi spojité t-normy:

2.2.2 Lukasiewiczova t-norma
tL(x,y)=max (0,x +y-1)

2.2.3 Godelova t-norma
te (X, ¥y) =min (x, y)

2.2.4 souéinova t-norma
tr (X, y) =x.y
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VSechny tyto t-normy spliuji podminky definice 2.2.1 a jsou spojité, coZ lze dokézat
elementarnim vypoctem (naptiklad pro 2.2.3 plati min (X, y) = min (y, X); min (min (X, y), z) = min (X,
min (y, z)); funkce min je neklesajici v obou parametrech; a pro x e [0,1] plati min (1,x) = x a min
(0,x) = 0).

t-norma je zékladem vyrokového kalkulu, nebot' jsou z ni odvozeny pravdivostni funkce
ostatnich vyrokovych spojek.

Existuje také druhy pristup, ktery jako z&klad vyrokového kalkulu definuje t-conormu, ktera je
fuzzy roz8itenim Kklasické disjunkce. Jeji definici bychom ziskali z 2.2.1 zdménou (iii) za t (1, x) = 1,
t(0, x) = x. V této préci vsak t-conorma nebude hrat vyznamnou roli, protoZze konjunkce a disjunkce

nemaji spolecny vztah k implikaci.

Ve dvouhodnotové logice jsme prubéh pravdivostnich hodnot zobrazovali pomoci tabulky. Ve
fuzzy logice néco takového mozného neni, nebot’ se zabyvame zobrazenimi na redlném intervalu. Pro
binarni operatory vSak muZeme pouZit nasledujici grafickou ilustraci. Na osach x a y je zobrazen
priabéh pravdivostnich hodnot proménnych x a y a vprvnim kvadrantu tohoto ,,grafu prubéh
pravdivostnich hodnot slozeného vyroku. Cim tmavsi barva, tim v&tsi pravdivostni hodnota, gerné je
tedy ekvivalentni 1 a bil& zastupuje 0.

Prubéh pravdivostnich hodnot Lukasiewiczovy t-normy t (x, y) bychom mohli zachytit takto:

Obrazek 2.2.1

A zde jsou zachyceny pravdivostni hodnoty Gddelovy t-normy (nalevo) a sou¢inové t-normy
(vpravo):

Obrazek 2.2.2 Obrazek 2.2.3
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2.3 Residuum t-normy

Nyni se budeme zabyvat implikaci, protoZe ta je pro usuzovani vzdy nejdilezitéjsi logickou
spojkou. Ve dvouhodnotové logice je implikace ¢ = y pravdiva, jestlize je pravdivostni hodnota ¢
mensi nebo rovna pravdivostni hodnoté y. Toto miZeme zobecnit predpokladem, Ze velka
pravdivostni hodnota ¢ = y by méla znamenat, Ze pravdivostni hodnota ¢ neni o mnoho vétsi, nez
pravdivostni hodnota .

To vede k poZadavku, aby pravdivostni funkce implikace i (x, y) byla nerostouci v parametru
X a neklesajici v parametru y. Také bychom méli poZadovat rozumnost dedukéniho pravidla modus
ponens, tj. Ze z (dolni hranice) pravdivostni hodnoty x formule ¢ a z (dolni hranice) hodnoty
pravdivostni funkce i (x, y) formule ¢ = w bychom méli byt schopni spocitat dolni hranici
pravdivostni hodnoty y formule . Tento vypocet dolni hranice pravdivostni hodnoty y by jasné mél
byt neklesajici v obou parametrech (¢im pravdivejsi je premisa, tim pravdivejsi je zaver). Kromé toho
se tato funkce musi samoziejmé také chovat klasicky pro hodnoty 0, 1.

Vypocet dolni hranice pravdivostni hodnoty y formule w provedeme tak, Ze pouZijeme t-
normu:

Jestlize a<x a z<i(x, y), potom t(a, z) <y
Pokud dosadime a = x, dostaneme:
Jestlize z<7i(x, y), potom t(x, z) <y

Na druhou stranu, aby pravidlo modus ponens bylo dostate¢né silné, potiebujeme definovat
hodnotu i(X, y) co nejvétsi. Kdykoliv tedy je t(x, z) <y, je zmozny kandidat na i(x, y). Proto musime
naopak pozadovat:

Jestlize t(x, z) <y, potom z<i(X, y)

Z toho ovSem plyne, Ze i(x, y) je maximalni z vyhovujici podmince t(x, z) <.

Definice 2.3.1 Nech/'t je spojita t-norma, potom residuum t-normy je operace i, ktera pro
viechna x, y, z € [0,1] splriuje podminku t(x, z) <y prave tehdy kdyZ z < i(x, y). Plati tedy:

i(x,y) =max {z €[0,1]; t(x, 2) <y}

Lemma 2.3.2 Pro kaZdou spojitou t-normu t a jeji residuum i plati:

(1) i (x,y) =1 prave tehdy kdyz x <y
(i) i(1,x)=x
Duikaz:

Dukaz je ztejmy z definice 2.3.1.

Pro ndm jiz znamé t-normy Ize odvodit nasledujici residua. Pro x <y plati 2.3.2 (i) a pro x > y:

0] Lukasiewiczova implikace: iL(X,y)=1l-x+y
(i) Godelova implikace: ic (X, y) =Yy
(i)  Goguenova implikace: iz (X, y) = y/x (residuum soucinové t-normy)
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Za povsimnuti stoji fakt, Ze zatimco Lukasiewiczova implikace je spojitou funkci, Godelova a
Goguenova nikoliv. Pro Godelovu implikaci pro x =y plati podle 2.3.2 (i) ic (x, y) = 1, ale pro x — y*
ic (X, y) =Y. Godelova implikace je tedy nespojita zprava pro X =y na intervalu x e [0, 1) a opacné
neni spojita zleva proy = x na intervalu y e [0, 1). Pro Goguenovu implikaci prox = 0 ay = 0 plati
iz(x,y)=1,aleproy=0ax— 0" plati i,; (x, y) = 0. Goguenova implikace je nespojita zprava pro x a
zleva proy v bode¢ [x, y] =[O0, 0].

Lze ovSem jednoduSe ukazat (podle definice a 2.3.2 (i)), Ze reziduum kazdé spojité t-normy je
spojité zleva pro x a zprava pro'y.

Prubéh pravdivostnich hodnot implikace i (X, y) opét maZeme zachytit graficky. Takto vypada
prabéh Lukasiewiczovy implikace:

Obrazek 2.3.1

A takto zachytime pribéhy Godelovy implikace (nalevo) a Goguenovy implikace (vpravo):

Obrazek 2.3.2 Obrazek 2.3.3

2.4 Ostatni vyrokové spojky

JestliZe stanovime t-normu, ustanovime cely vyrokovy kalkul (jehoZ obor hodnot je [0,1]), kde
funkce t (x, y) je pravdivostni funkci (silné) konjunkce a jeji residuum i (x, y) je pravdivostni funkci
implikace.

Definice 2.4.1 Jazyk vyrokové fuzzy logiky VL (t) urcené t-normou t obsahuje vyrokové
proménné ¢, , v ..., vyrokové spojky &, = a pravdivostni konstantu O pro nepravdu. Formule jsou
definovany takto: Kazda vyrokova promenna je formule, O je formule. Jestlize ¢ a w jsou formule,
potom i ¢ & y a ¢ =y jsou formule. Zadné jiné vyrazy nejsou formule.
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Definice 2.4.2 Ostatni vyrokové spojky vyrokové logiky VL (t) jsou definovany takto:
o L =0
oy L p&p=y)
pve L (o=v) = Ay =0) =0)
vy L (h=y) & =0

Definice 2.4.3 Ohodnoceni vyrokovych proménnych je zobrazeni val, které kazdé vyrokové
promeénné ¢ prirazuje jeji pravdivostni hodnotu val (p) e [0, 1]. Ohodnoceni ostatnich formuli je
definovano takto:

val(0) = 0
val (p &y) = t(val(p), val (y))
val (p =y) = i(val(p), val (v))

Pro ohodnoceni formuli tvorenych spojkami —, A, v nebo < je tFeba nejprve tyto spojky
nahradit & = a O pomoci defini¢nich rovnosti.

Lemma 2.4.4 Ve vyrokové logice definované libovolnou spojitou t-normou plati pro libovolné
formule ¢ a w:

min (val (p), val (v))
max ( val (p), val (v))

val (¢ A y)
val (¢ vy)

Dukaz:

Pokud polozime x = val (p) ay = val (y), potom val (¢ A y) =1t (X, i( X, y)). Prox < vy plati
i(x,y) =1Llatedyt (x i(x y)) =X Prox >y plati (z definice 2.3.1) t(x, i( X, y)) =y. Obdobn¢ lze
provést rozklad formule ¢ v .

Z této rovnosti je vidét, pro¢ se nékdy operace A oznacuje jako min-konjunkce a operace v
max-disjunkce. Pro operaci & lze piimo z definice 2.2.1 odvodit

t(xy) <min(x,Y),
a proto

val (¢ &) <val (¢ Ay).

Proto se operaci & tika silna konjunkce. Zaroven se ukazuje, Ze v Godelové logice VL (tg)
silnd konjunkce & s obvyklou konjunkci A splyva.

ProtoZe prabéh pravdivostnich hodnot min-konjunkce a max-disjunkce je ve vSech VL
shodny, bude shodné i jeho grafické zndzornéni. Zde je zndzornéna min-konjunkce (nalevo) a max-
disjunkce (napravo).
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Obrazek 2.4.1 Obrazek 2.4.2

2.5 Zakladnivyrokova logika

Obdobn¢ jako ve dvouhodnotové logice existuji ve vyrokové fuzzy logice vyroky vzdy
pravdivé. Abychom zduraznili jejich absolutni pravdivost, oznacujeme je jako 1-tautologie.

Definice 2.5.1 Formule ¢ je 1-tautologie vyrokove logiky VL (t), pokud pro libovolné
pravdivostni hodnoty podformuli je val (¢) = 1.

V kaZdé vyrokové logice VL (t) existuje uréita mnoZina 1-tautologii. Pro ruzné t-normy budou
ale tyto mnoZziny obecné razné. V kazdé VL (t) existuje také uré¢itd minimalni mnoZina 1-tautologii, ze
které Ize ostatni 1-tautologie odvodit, 1-tautologie z této mnoZiny oznacujeme jako axiomy VL (t).

Z&kladni vyrokova logika ZL je spole¢nym zékladem pro kazdou vyrokovou logiku. ZL je
silnd, jeji axiomy tedy plati v kazdé vyrokove logice VL (t) a samoziejmé i v klasické dvouhodnotoveé
vyrokove logice.

Definice 2.5.2 Nasledujici formule jsou axiomy ZL:
(Al) (p=y)=(y=0 =@ =)

(A2) (p&y) =9

(A3)  (p&y) = (v &9)

(Ad) (p&(p =) =y &y =0)

(ASa) (p = (v =x) =9 &y) =)

(ASb) ((p &y) =x) = (0 =y =)

(AB) ((p=v)=x0 =Wy =9)=0=>1
(A7) O =9

Dedukénim  pravidlem v ZL je modus ponens. Diky tomu jsou pojmy dokazovat a
dokazatelnost definovany obvyklym zptisobem.

(Al) vyjadiuje tranzitivnost implikace, (A2) tikd, Ze pravdivost silné konjunkce znamena
pravdivost jejiho prvniho elementu, a podle (A3) je silnd konjunkce komutativni. (A4) zachycuje
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komutativnost min-konjunkce, (A5) vyjadiuje sdruZovani ptredpoklada a (A6) je variantou dukazu
rozborem piipadi. Koneéné (A7) fika, Ze z nepravdivého piedpokladu Ize odvodit jakykoliv zavér.

Lemma 2.5.3 V3echny axiomy ZL jsou 1-tautologie v libovolné VL (t). Kazda formule
dokazatelnd v ZL je tedy 1-tautologii v kazdé VL(t).

Duikaz:
Toto lemma je dokdzéno v [1] na str. 37.

Lemma 2.5.4 ZL dokazuje nasledujici vlastnosti implikace:
Q) e=Ww=0)

@  (=Ww=0)=W=>=x)

@) o=¢

Duikaz:
Body (1) a (2) jsou dokédzany v [1], str. 38.

Pokud ve (2) poloZime y = ¢, ziskdvame formuli (¢ = (v = ¢)) = (v = (¢ = 0)), jejiz
premisou je (1), proto s pouzitim pravidla modus ponens dokdzeme y = (p = ¢). Protoze ¢ = ¢
plyne z libovolného predpokladu, je tedy bod (3) dokazan.

Lemma 2.5.5 V ZL jsou dokazatelné nasledujici vlastnosti silné konjunkce:
@)  (&lp=y) =y

G e=2W=@&y)

©) (e=w) =9 &) = &)

) (p=y)&k=0) =2 &) =y &)

@a) (p&y)&y=0&(y &)

@b) & &y =(p&y) &y

Duikaz:
4), (5), (6), (7) a (8) jsou dokézany v [1], str. 39.

Lemma 2.5.6 ZL dokazuje tyto vlastnosti min-konjunkce
9a) (pry) =9

9b) (pry) =y

9c) (p&y)=(p1y)

(10) (p=y)=@=@ )

(11) (pry) =W Ae)

(12) ((p=yp)Alp =)= =W 1x)
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Dukaz:

Podle (A2) plati (p & y) = ¢, aprotoi (p & (p = y)) = ¢, coZ Ize psat jako (p A y) = ¢
tedy (9a).

Dosazenim (A2) do (A4) dostaneme (¢ & (p = v)) = (v & (v = ¢)) = v, z ¢ehoz podle (2)
a (Al) plyne (¢ & (p = w)) =, cOZ je jen jiny zapis pro (¢ A y) = w, tedy (9b).

Podle (1) w = (¢p = w) a pouZijeme-li (6) a (A3), dostaneme (¢ & w) = (¢ & (p = y)), COZ je
(p &y) = (p 2 y), tedy (9¢).

(Ad) je (9 & (¢ = v)) = (v & (v = ¢)), coZ Ize psét jako (¢ A y) = (v 2 ¢) tedy (11).

Body (10) a (12) dokazuje Hajek v [1], str. 39.

Lemma 2.5.7 ZL dokazuje nasledujici vlastnosti max-disjunkce
(138) ¢ =(p vy)

(13b) v =(p vy)

(13c) (¢ vy) = (v vo)

(14)  (p=y)=p vy)=vy)

(15) (e=y) vy =9

(16) ((p=x)ry=x0)=e vy) =2

Dukaz:

Podle (3) a (2) plati ¢ = ((¢p = w) = w) a podle definice implikace a (2) také
¢ = ((y = ¢) = ¢) a z toho podle (12) plyne ¢ = (((¢ = w) = w) A (v = ¢) = ¢)), coZ lze zapsat
jako y = (p v y), tedy (13a).

Podle (13a) a (11) ziejmé také plati (13b).

Z definicep vy je ((p = y) =) A (v = ¢) = ¢) apodle (11) (0 = y) = y) A (v = ¢)
=9) =y =0) =9) A (p =y) =), tedy (¢ vy) = (v vo) ili (13c).

Dukaz (14), (15) a (16) je v [1], str. 40.

Lemma 2.5.8 V ZL jsou dokazatelné nasledujici vlastnosti negace:
A7 eo=(w=v
tedy ¢ = ——0 a (p&—p) = O
(18a) (¢ = (W&=w)) = —»
(18b) (¢ =) = (= = —0)
(18c) (¢ =) = = —0)

Duikaz:
Dukaz (17), (18a), (18b) i (18c) je v [1] na str. 41.
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Lemma 2.5.9 V ZL jsou dokazatelné tyto vlastnosti ekvivalence:
(19) ee=0

(20) (pe=y) = <0

21) ((pey) &y <) =@ <X

(228) (p =y) =(p =)

(22b) (p =y) = =9)

(23) (pe=y)=p &x) < &)

24) (pey)=(e=0<=W =)

25) (=) =2(=0 <=0=w)

26) (p=y) = =>w) Ay =9))

Dukaz:

Podle definice 1ze ¢ < ¢ psat jako (¢ = ¢)& (@ = @), coZ je podle (3) zjevné pravdivé. (19)
tedy plati.

(0 = w) &y = 0) = (v = 0) & (¢ = v)) je pravdivé podle (A3), tim tedy plati (20).

Podle (Al) a (A5a) plati (90 = w) & (v =) = (p =) arovnéZ (y = v) & (v = 9)) =
(x = ¢)). Padle (7) tedy plati (¢ = v) & (y =) & ((x =) & (¥ =9))) = (9 =0)& (x = 9)),
podle (8) potom (0 = y) & (W = ¢9)) & (v =x) & (x = ) = (9 = N& (x =¢)), coZ je
(0 2y) &y <x) = (9 <)), tedy (21).

Podle definice (p < w) < (¢ = w) & (y = @), plati tedy ((p < vw) = (p = w) &
((p < vw) = (v = ¢)), coz dokazuje jak (22a), tak i (22b).

Podle (6) plati (p = ) = ((9p & 1) = (v &x)) ataké (y = ¢) = (v &x) = (¢ &), podle
(7 tedy ((p = y) &(y = 9) = (¢ &) = (y &) & ((y &) = (p &x))), coi je jen jiny zapis
pro (p = y) = (9 &x) < (v &), cili (23).

Podle (A1) (¢ =) = ((y =) = (9 =x)) ataké (y = ¢) = ((p = 1) = (v =) Podle
(M) plati (¢ =) & (¥ = 9)) = (v =x) = (@ =0) & (¢ =x) = =2x)). cozje(p S y) =
((p =) < (v =), tedy (24).

Podle (AL) plati (x = 9) = (9 = y) = =) atake (x =) = (v = 9) =k = 9)),
z ¢ehoZ pouzitim (2) dostaneme (¢p = yw) = (r = 0) = =vw) a(y =0) = (x = v) = (x = 0)).
Podle (7) plati (0 =) & (y = ¢)) = ((x = 9) = =) & ((x = v) = (k = ¢))) a to Ize psat
jako (p = y) = ((x = ¢) < = v)), tedy (25).

Podle definice plati (¢ < w) = ((¢p = w) & (y = ¢)) a podle (9¢c) tedy i (¢p < w) =
((p = y) A (v =9)).

2.6 tukasiewiczova vyrokova logika

Nyni se budeme bliZze zabyvat t.ukasiewiczovou vyrokovou logikou VL(t), kde t_ je
Lukasiewiczova t-norma, ktera definuje pravdivostni funkci silné konjunkce.

t(x,y) = max (0, x +y -1)
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Predpis jejiho residua, jeZ definuje pravdivostni funkci implikace vypada takto:

iL(xy) = min (1,1-x+Yy)

Grafické znazornéni jejich prabéhu vypada takto (t_ vlevo, i, vpravo):

Obrazek 2.6.1 Obrazek 2.6.2

Pro odvozeni pribehu pravdivostnich hodnot ostatnich vyrokovych spojek musime pouZzit
jejich definice 2.4.2.

Pro min-konjunkci a max-disjunkci plati podle 2.4.4:
val (p Ay) = min (val (p), val (v))

val (p vy) = max ( val (p), val (v))
a jejich prabehy jsou graficky zndzornény na obrazcich 2.4.1a 2.4.2.

Pokud stanovime x = val (p) ay = val (), pak pro ekvivalenci plati

val (¢ < ) te (ic (X, y), ic (v,X)), tedy

val (p ) max (0, min (1, 1-x+y)+min(1,1-y+Xx) - 1),
coz lze zjednodusit takto:

val (p o) = min (1-x+y,1-y+Xx).

Grafickeé zndzornéni prab&hu pravdivostnich hodnot Lukasiewiczovy ekvivalence ¢ < y pro
x =val (p) ay = val (y) vypada takto:

Obrazek 2.6.3
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Z definice negace —p < (¢ = O) lze odvodit pribeh jejich pravdivostnich hodnot jako (opét
pro x = val (p))

val (—p) = min (1,1 - x)
a protoze x € [0, 1], Ize toto zjednodusit na

val (—p) = 1-x

Grafické zndzornéni prabéhu pravdivostni funkce Lukasiewiczovy negace, respektive funkce
val (—p), kde x = val (), zachycuje obr. 2.6.4. (pozn.: hodnota y pochopitelné nema Zadny vyznam)

Obrazek 2.6.4

PovSimnéme si nyni nasledujici rovnosti val (——p) =1 - val (—¢) =1 - (1 - val (p)) = val ().
Diky tomu ve VL (t.) plati

Lemma 2.6.1 Ve VL (t.) plati zdkon dvojité negace

Dukaz:

Podle (17) plati ¢ = ——¢ a spolus ——¢p = ¢ platii ¢ < ——p.

ProtoZe Lukasiewiczové logice plati zdkon dvoji negace Ize zde definovat také spojku silné
disjunkce jako dudlni operaci k silné konjunkci. Tato spojka je definovana tak, aby splnovala zakon o
vyjadieni implikace.

vy X poy
Pravdivostni funkci této spojky Ize odvodit takto:
val (p vew) = min (1, val (p) + val (v))
Plati tedy pro libovolnd ohodnoceni ¢ a w

val (p viy) < val(p vs ).
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Prabéh hodnot silné disjunkce zndzornime pro x = val (p) a'y = val () takto:

Obrazek 2.6.5

Diky zakonu (——) mé& Lukasiewiczova logika pon¢kud odlisné vlastnosti od Gddelovy nebo
souc¢inové logiky, zejména kvuli existenci silné disjunkce vs, coZz bude patrné dale, az budeme
porovnavat tautologie dvouhodnotové logiky s fuzzy logikou.

2.7 Godelova vyrokova logika

Godelova vyrokova logika VL (tg) je dana Godelovou t-normou tg, kterd pravdivostni funkci
konjunkce definuje jako minimum.

tt(xy) = min(xy)

Pravdivostni funkce Gddelovy implikace ig, neboli reziduum tg, je dana takto
iy = prox >y,
Ly = 1 jinak.

Graficka znazornéni Godelovy t-normy (vlevo) a jejiho rezidua (vpravo) vypadaji takto:

Obrazek 2.7.1 Obrazek 2.7.2

Lemma 2.7.1 Ve VL (tg) plati z&kon
G o¢=@&y)
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Dukaz:

Elementarnim vypoctem, pro x = val (¢) ziskavame i. (x, min (x, x)), coz odpovida i (x, ), a
protoZe x = X, je tento vyraz roven 1.

Vyrok ¢ = (¢ & @) je tedy tautologii.

Lemma 2.7.1 V VL (tg) je dokazatelné
Gl (p&y) =@y

Duikaz:
JiZz vime, Ze pro min-konjunkci a max-disjunkci plati podle 2.4.4 pro vSechny VL (t):

val (p Ay) = min (val (p), val (v))

val (p vy) = max ( val (p), val (v))
V Godelove logice VL (tg) ale plati také

val (p &) = min (val (p), val (v)),

a proto val (p & y) = val (p 2 ), takZe (¢ & ) < (¢ A p).

Silnd konjunkce & zde splyva s min-konjunkci A, v Godelové logice tedy mezi nimi
nerozliSujeme a konjunkci oznacujeme jako .

Prubéh pravdivostnich hodnot konjunkce zachycuje obr. 2.7.1 a disjunkce 2.4.2.

Pro Gddelovu ekvivalenci plati, za piedpokladu x = val (p) ay = val (y):

val (p <y) = to(ic (X Y), is (VX))

po dosazeni a elementarnim vypoctu dostaneme tento piedpis Gddelovy ekvivalence:

1 pro val (p) = val (y)
min (val (p), val (y)) proval (p) =val (v).

val (¢ <)
val (p <)

Obréazek 2.7.3 zachycuje grafické znazornéni prabéhu pravdivostni funkce Gddelovy
ekvivalence.
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Obrazek 2.7.3

Pribeh pravdivostni funkce negace —p odvodime opét z definice —p < (p = O). Protoze
val(p) > val (O) pro viechna ¢ : val (p) > 0, je pro tato ¢ hodnota negace rovna 0. Pro ¢: val () =0,
je hodnota negace rovna 1. Piedpis funkce Godelovy negace tedy vypada takto:

val (—p) = 1 proval (p) =0
val (—p) = 0 pro val (p) =0.

Ve VL (tg) tedy neplati (——), nebot’ pro viechna ¢: val (¢) € (0, 1) dostaneme jiny vysledek.
Davodem tohoto je, Ze residuum Godelovy t-normy je nespojitou funkci, a protoZe negace je
definovana pomoci tohoto residua, je i ona nespojita.

Prabéh pravdivostni funkce Godelovy negace —¢p je zobrazen na obr. 2.7.4. | zde plati
x = val (p) ay nema zadny vliv.

Obrazek 2.7.4

Jedine¢nosti Godelovy logiky je idempodentni konjunkce (tj. (¢ A @) < @), kterou miaZeme
dokézat jednoduSe, protoZe pokud soucasné plati (A2) — (¢ & ¢) = ¢ —a (G) — ¢ = (p & @) —, musi
tedy také platit ((p & ¢) = ¢) & (¢ = (¢ & ¢)), coz je podle definice ((p & ¢) < ¢), a protoze
v Godelove logice splyva silna konjunkce s klasickou, plati také (p A ¢) < ¢.
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2.8 Soucinovalogika

Posledni, nikoliv vSak méné vyznamna, z nejdalezitejSich logik je sou¢inova logika VL (i),

kde t;; je sou¢inova t-norma (/7 — produkt — tj. soucin).

Soucinova t-norma, urcujici pravdivostni funkci konjunkce, definuje konjunkci jako soucin,

jeji predpis tedy vypada takto:
tz(X,y) = Xy (soucin realnych cisel)

Residuem soucinové t-normy je Goguenova implikace a jeji predpis je nasledujici:

iz (X, Y) y/x prox >y

iz (% Y)

1 prox <y

Grafické znazornéni pribehu téchto dvou funkcei je zachyceno zde (t;; vlevo, i;; vpravo)

Obrazek 2.8.1 Obrazek 2.8.2

Ve VL (t;) plati rovnéZ pro min-konjunkci a max-disjunkci lemma 2.4.4

val (p Ay) = min (val (p), val (v))

val (p vy) = max ( val (p), val (v))
a grafické znazornéni jejich prabéhua je zachyceno na obrazcich 2.4.1a2.4.2.

Prabéh pravdivostni  funkce soucinové ekvivalence odvodime opét
(p 2v) < (¢ =) & (y = ¢)). Pokud dosadime x = val (p) ay = val (y), dostaneme

val(p =y) =ty (in (%), iz (y. X)),
takZe po elementarnim rozkladu bude piedpis ekvivalence vypadat takto:

val (p ow) = y/x prox <y,
val (p w) = xly prox>ya
val (p ow) = 1 prox=y.

Prubéh pravdivostnich hodnot sou¢inové ekvivalence lze graficky znazornit takto:
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Obrazek 2.8.3

Piedpis negace odvodime z definice —p < (p = O). Protoze val(p) > val (O) pro vSechna ¢ :
val (p) > 0, je pro tato ¢ hodnota negace rovna val (O) / val (p), coz je 0. Pro ¢: val (p) = 0, je
hodnota negace rovna 1. Predpis funkce soucinové negace tedy vypadd obdobné jako Godelova
negace:

I
o

val (—p) proval (p) =0

val (=)

I
o

pro val (p) =0.

Grafické znazornéni prabehu této negace bude tedy shodné s Godelovou negaci:

Obrézek 2.8.4
Lemma 2.8.1 Ve VL (t;;) plati zakon sporu

(n  (pr-) =0

Dukaz:

Podle ptedpisu souc¢inové negace musi byt val (p) = 0 nebo val (—¢) = 0, a proto
min (val (¢), val (—¢)) = 0. Ziskdvame tedy O = O, coZ je 1-tautologie podle (A7).

ProtoZe jsou negace v souc¢inoveé i Godelove logice shodné, plati tento zakon i ve VL (tg).
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3 Klasické tautologie a fuzzy logika

Nyni se pokusime ovefit platnost, popfipadé dokazat neplatnost, nékterych duleZitych
tautologii dvouhodnotové vyrokove logiky ve fuzzy logice. Budeme se zabyvat vyhradné tautologiemi
uvedenymi v 1.6, protoZe ty jsou velmi ¢asto pouzivané.

U kaZzdé tautologie se nejprve pokusime dokazat, zda je 1-tautologii v ZL a pokud neni,
prozkoumame jeji chovani v jednotlivych vyrokovych fuzzy logikach, konkrétn¢ tukasiewiczové
VL (t.), Godelové VL (tg) a soucinové VL (tz).

3.1 Z&akon totoznosti

=0

Zéakon totoznosti je zakladni vlastnosti implikace v ZL a jeho platnost jsme jiz dokazali ve 2.5
jako (3).

Formule ¢ = ¢ je tedy 1-tautologii v kazdé VL (t), definované libovolnou t-normou.

3.2 Zakon dvojité negace

—(—p) <@

V ZL jsme dokazali ¢ = ——¢ jako (17). Proto, aby platil zdkon dvojité negace, bychom
museli dokazat jesté¢ ——p = ¢.

Tuto formuli mazeme zapsat jako ((¢p = O) = O) = ¢. Z premisy mizeme podle (A6) ziskat
((p = 0) = 0) = (((O = ¢) = 0) = 0). Zaver této formule je 1-tautologii (Ize ovérit jednoduchym
vypoctem) a tak jsme nedokazali nic jiného nez val (——¢) < 1. Pokud by platilo (O = ¢) = O)
= 0) = ¢, byl by 3.2 dokézan, to ale plati obecn& pouze pro val (9) = 0 aval (p) = 1.

Platnost zakonu dvojité negace v ZL se nam tedy nepodatilo dokézat.

3.2.1 VL (t)

Platnost zakona dvojité negace dvojité negace jsme jiZz odvodili jako 2.6.1.

V Lukasiewiczove vyrokové logice tedy zakon dvoji negace plati, tj. ——¢ < ¢ je 1-tautologii.
Prabéh pravdivostniho ohodnoceni této formule bychom mohli graficky zndzornit pti dosazeni
x = val (p) takto (y = val (y), nema tedy zadny vliv):
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Obrazek 3.2.1

Jak je patrno, vSechny 1-tautologie maji stejny pribéh pravdivostnich hodnot (resp. jejich
ohodnoceni je vzdy rovno 1), grafické zndzornéni tohoto prubéhu bude tedy u vSech 1-tautologii
shodné. Proto jej nebudeme dale uvadeét.

3.2.2 VL (to)

Aby platilo —(—¢) < ¢, musi platit

1 =
1 =
a proto tedy musi platit
1 =
1 =

coz plati pouze pro x {0, 1}.

ts (is(is(ic(x,0), 0), X), is(X, is(ic(x,0), 0))), takze
min (is(ic(ic(x,0), 0), X), ic(X, ic(ic(x,0), 0))),

ic(ic(ic(x,0), 0), X) a zaroven
ic(X, i(ic(x,0), 0))

V Godelove logice je tedy —(—¢) < ¢ sice splnitelna formule, le¢ nejedna se o 1-tautologii.

Z grafického znazornéni prabéhu pravdivostnich hodnot je hned v3e jasné.

Obrazek 3.2.2
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3.2.3 VL (tn)

Obdobn¢ jako v predchozich logikéch, aby platilo —(—¢) < ¢, musi byt splnéno
1 tr7 (in(in(in(x,0), 0), X), in(X, i(ix(x,0), 0))) a tedy
1 (i(i(i(x,0), 0), X) . in(X, i(i(x,0), 0)).

ProtozZe x e [0, 1], musi platit
a) 1 (i(i(i(x,0), 0), X)
b) 1 iz(X, i7(i2(x,0), 0)).

Protoze podminky pravdivé implikace jsou stejné, ma tato soustava shodné teSeni jako
v Godelove logice, tedy x e {0, 1}. Zakon dvojité negace tedy neplati ani v sou¢inové logice.

Prabéh pravdivostnich hodnot je rovnéz stejny jako v Godelové logice, a proto postaci
obrazek 3.2.2.

3.3 Zakon vylouceného tretiho

Qv —p

Z&akon vylouceného tietiho neni v ZL dokazatelny. Nékdy se o fuzzy logice nespravné mluvi
jako o logice, kde neplati zdkon vylouceného tretiho. Intuitivné se totiz nabizi vyklad takovy, Ze
pravdivost vyroku maze nabyvat jen dvou hodnot.

Zkusme se ale podivat, jak se tato formule chové v jednotlivych fuzzy logikach.

3.3.1 VL (1)

Zkusme urcit funkeni predpis prabéhu pravdivostnich hodnot formule ¢ v —p. Vime, Ze ve

vSech logikach plati val (¢ v ) = max (val (¢), val (y)), a také, Ze v Lukasiewiczove logice val (—)
=1 -val (p). Proto

val (p v—p) = max (val (p), 1 - val (p)).

Tato formule tedy jasn¢ neni 1-tautologii a jeji prabéh pravdivostnich hodnot je graficky
znazornén takto:

Obrazek 3.3.1
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Pokud namisto klasické max-disjunkce pouZijeme pro ovéreni zdkona vylouceného tietiho
Lukasiewiczovu silnou disjunkci (ovétujeme tedy platnost formule ¢ vs w) bude toto jeji funkéni
predpis

val (p vs =) = min (1, val (p) + 1 - val (p)), a tedy
val (p vs =p) = min (1, 1), takZe
val (p vs =) = 1.

Formule ¢ vs —p je tedy ve VL (t.) 1-tautologii.

Pokud tedy uvaZzujeme pouZiti unikatni Lukasiewiczovy silné disjunkce, pak zé&kon
vylouceného tretiho v Lukasiewiczové logice plati.

3.3.2 VL (to)

Prubéh pravdivostnich hodnot formule miZeme ve VL (tg) rozepsat takto:
val (p v—p) = max (val (p), 0) proval (p) >0
val (p v—p) = max (val (p), 1) proval (p) =0

val (p v —p) = 1 tedy pouze pro val (¢) {0, 1}.

Formule ¢ v y tedy neni 1-tautologie a zdkon vylouc¢eného tietiho tudiz v Godelové logice
neplati.

Takto bychom znazornili prabeh pravdivostnich hodnot této formule (opét pro x = val (¢)).

Obrazek 3.3.2

3.3.3 VL (tn)

V soucinove logice je pravdivostni funkce negace shodna s funkci negace v Godelové logice a
pravdivostni funkce disjunkce je shodna ve vSech logiké&ch. Proto maji vSechny formule sloZené jen
z disjunkce a negace v soucinové a Godelové logice stejny pribeh. Tak je tomu i pfipadé formule

O V.
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Rozbor této formule muzeme provést stejné jako v Godelove logice a vysledek bude stejny.

Ani v soucinove logice proto zakon vylouc¢eného tietiho neplati.

3.4 Zakon sporu

—(p A =)

V ZL z&kon sporu dokazatelny neni, zaleZi tedy na konkrétni pouzité t-normé.

3.4.1 VL (t)

Ve VL (t.) jsou jednoduché pravdivostni funkce jak negace tak i konjunkce, proto vyjadiime
funkeni predpis formule — (p A —p) takto:

val (—(p A —p)) 1 -min (val (¢), 1 - val (p)), takZe

val (—(¢p A —p))

max (1 - val (¢), val (¢)),

coz zietelné neni tautologie. Prabéh pravdivostnich hodnot je nésledujici (pro x = val (p)):

Obrazek 3.4.1

V Lukasiewiczov¢ logice tedy zakon sporu neplati.

3.4.2 VL (tg) a VL (tn)

Pravdivostni funkce negace i min-konjunkce jsou ve VL (tg) a VL (t;7) shodné, mazeme tedy
provest rozbor pro obé spole¢né.

Pro ¢ A —gp plati
min (val (p), val (—p)) = 0,
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protoZe pro val (¢) > 0 je val (—¢) = 0. Proto

val(=(pr—p) = L

Vyrok —(p A —p) je tedy 1-tautologie jak v Godelovg, tak i soucinové logice. Zakon sporu zde
tedy plati.

3.5 Komutativni zdkony

(pry) =W @) (komutativnost konjunkce)
(pvy) =W vy (komutativnost disjunkce)

Podle (11) plati (¢ A w) = (v A @), a tedy plati i (y A ¢) = (p 2 ), a proto plati i
(0 A y) = Ag).

Podle (13c) plati (¢ v ) = (v v ¢), a tedy plati i (y v ¢) = (¢p v w), a proto plati i
(0 vy) = vo).

Komutativni zakony jsou tedy dokazatelné v ZL, a proto plati ve viech logikdch nezavisle na
vybéru t-normy.

3.6 Asociativni zakony

(A ay) e(@eay) Ay (asociativita konjunkce)
(v vy) <(evy) vy) (asociativita disjunkce)

Podle 2.4.4 plati pro libovolnou spojitou t-normu val (¢ A w) = min (val (), val (v)). Proto
aby platilo (@ A (y 1 x)) < (¢ A w) Ay), musi platit

min (X, min (y,z)) = min (min (X, y), 2),

coz plati pro libovolnd x, y, z € [0, 1], protoZze min (x, min (y, z)) = max (X, y, z) a stejné tak
min (min (X, y), 2) = min (x, y, 2).

Podle 2.4.4 plati pro libovolnou spojitou t-normu val (¢ v w) = max (val (¢), val (y)). Proto
aby platilo (¢ v (y vx)) < ((¢ vy) vy), musi platit

max (X, max (y,z)) = max (max (X, y), 2),

coz plati pro libovolna x, y, z € [0, 1], protoZze max (x, max (y, z)) = max (X, Y, z) a stejné tak
max (max (X, y), z) = max (X, Y, ).

V ZL tedy plati asociativni zdkony pro konjunkci i disjunkci.

-37 -



3.7 Distributivni zakony

(eA(wvy) e(eary) vipay) (distributivnost konjunkce)
(evivay) <(evy) Alp vy) (distributivnost disjunkce)
(p=(w =) =(p=y) = (=) (distributivnost implikace)

Aby platila distributivnost konjunkce, musi podle 2.4.4 platit

min (X, max (y,z)) = max (min (x, y), min (X, z))

a to lze rozepsat takto:

X = X prox<ynebox<z,

max (Y, z) max (Y, z) prox>yax>z.
Tento vyraz tedy plati pro libovolna x, y, z € [0, 1]. Konjunkce je tedy v ZL distributivni.
Obdobné musi pro distributivnost disjunkce podle 2.4.4 platit

max (X, min (y,z)) = min (max (x, y), max (X, z)),

a to rozepiSeme takto:
X = X pro x =y nebo x >V,

min (y, 2)

min (y, 2) prox<yax<z.

Tento vyraz rovnéZz plati pro libovolnd x, y, z € [0, 1]. Disjunkce je tedy vZL také
distributivni.

Distributivnost implikace neni v ZL dokazatelnd, zalezi tedy na vybéru t-normy.

3.7.1 VL (t)

Aby platila distributivnost implikace, musi platit

iL(ic (% y), i (x,2), takZze
min (1,1-min(1,1-x+y)+min(1,1-x+z)),

L (X, 1 (Y, 2))
min(1,1-x+min(1,1-y+2))
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coz, jak Ize snadno zjistit, plati pouze prox, y, z € {0, 1}.

Graficky lze znazornit prabeh této formule pro x = val (p), y = val (y) a z = val (y) tak, Ze

vykreslime minimalni hodnotu pres z.

Obrazek 3.7.1

Implikace tedy neni ve VL (t.) distributivni.

3.7.2 VL (tg)

V Gddelove logice by pro distributivnost implikace mélo platit

ic (X ic(¥,2) = (e (X Y) ic (X 2)),
ic(y,2) = ic(y,2)
is (X, 2) = is (X, 2)
1 = 1

takze
prox>yax>z,
pro x <,

prox <z.

Tento vyraz je tedy pravdivy pro vSechna x, y, z € [0, 1]. VV Godelové logice je tedy implikace

distributivni.

3.7.3 VL (tn)

Aby byla implikace distributivni v souc¢inové logice, musi platit

in(X iz (y,2) = iz (im (X, y), i (X, 2)),
1 = 1
z/y.x) = zly
1 = 1
iz(y,2)/x = zly

z ¢ehoz

prox <yax<z
prox>yay> z,
prox>zaz>y,

jinak.

Tento vyraz je pravdivy pouze prox <yax <znebox >zaz>ynebox,y,z €{0, 1}.
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Pokud dosadime x = val (p), y = val (w) a z = val (y) a vykreslime opé minimalni
pravdivostni hodnotu pies z, Ize prabéh pravdivostnich hodnot této formule znazornit takto:

Obrazek 3.7.2

V soucinove logice tedy implikace neni distributivni.

3.8 De Morganovy zakony

—(p ry) < (=9 v —y)
(@ vy) < (=9 A —y)

Podle (9) plati (¢ A w) = ¢ a pomoci (18b) ziskdAme —p = —(p A ), obdobn¢ také dostaneme
-y = —(p A ). Podle (16) tedy plati (—¢ v —w) = —(p 2 y). Podle (10) plati také (¢ = w) =
(p = (p 2 y)), a tedy podle (17) (p = w) = (¢ A ) = —p) a tedy podle (13) takeé (p = yw) =
(—(p 2 p) = (—¢ v —p)). Obdobn¢ plati také (v = ¢) = (—(¢ A y) = (—¢ v —y)) a aplikovanim
(A6) tedy dostavame —(p A w) = (=@ v =), =(@ A w) < (=@ v —y) je tedy dokazatelné.

Plati ¢ = (p v ) podle (13a) a tedy podle (18b) —(¢ v w) = —¢ a obdobné —(p v y) = —w.
Proto tedy —(p v w) = (—p A —). Dale podle (17) plati ((—¢ A —w) & (¢ v w)) = O, takze
(=9 A =) = —(p vy), takie (¢ v y) < (—=¢ A —y) je v ZL dokazatelné.

Uké&zali jsme, Ze de Morganovy zékony plati ve viech logikéch.

3.9 Zakon ekvivalence

(p=w) = (p=v) Ay =9)

Podle (26) plati (¢ < y) = (¢ = w) A (v = ¢)). Aby platil zdkon ekvivalence, musi platit
také (¢ = y) A (v = 9)) = (p <) ato plati prave tehdy, kdyz

min (i (¢ y),i(y,x) <ty iy,x),
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a protoze t (x, y) <min (X, y), musi platit

min (i (x, ), i (¥, X)) e (% y), 1y, %)),

coZ lze rozepsat takto

min (1,i(y,x)) = t(1,i(y, X)) prox <v,
min(i(x,y),1) = t@ixy),l) prox =y,

a tedy
i(y, X = i(y, X pro x <y,
i(X,y) = i(X,y) pro x >y.

Zakon ekvivalence je tedy dokazatelny v ZL, a proto plati ve v3ech logikéch.

3.10 Vyjadreniimplikace

(p=y) < (o vy)

Tento zpuasob vyjadieni implikace neni v ZL dokazatelny. Ovétime proto jeho chovani
v jednotlivych logikéch.

3.10.1 VL (t.)
Aby (¢ = y) < (—¢ v ) byla 1-tautologie, musi platit
1

val (9 = y) < (= v ), takze

val (p =) val (—¢ vy).
Po dosazeni funkenich piedpisu a x = val () ay = val () dostadvame

min(1,1-x+y) = max (1 - x, y)
a tato rovnost ma pouze rohova reSeni a to [x, y] € {[0, 0], [0, 1], [, O], [1, 1]}.
Vyraz (¢ = ) < (—¢ v y) tedy neni tautologii ve VL (t.).

Graficky prubéh pravdivostnich hodnot této formule zndzornime takto:
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Obrazek 3.10.1

V Lukasiewiczove logice ovSem mame také spojku silné disjunkce. Z definice této spojky
plati (¢ vs y) < (—p = w), a proto ziejmé plati (p = y) < (=@ vs w). Tato formule je ve VL (t.)
dokazatelnd, je tedy 1-tautologii.

V Lukasiewiczov¢ logice lze implikaci vyjadtit pomoci silné disjunkce.

3.10.2 VL (to)

Pro platnost formule (¢ = w) < (—¢ v y) v Godelové logice musi platit

val (p =y) = val (= vy),
coz pii dosazeni funkenich predpisu a x = val () ay = val (y) dava
y =Y prox >y,
1 = y pro0 <x <y,
1 = 1 prox=0.

Tato soustava ma feSeni pouze prox = 0 neboy = 1 nebo x >y.

Formule (¢ = ) < (—¢ v ) tedy v Gddelovée logice neni 1-tautologii.

Grafické znazornéni priabehu jejich pravdivostnich hodnot je zachyceno na obr. 3.10.2.

Obrazek 3.10.2
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V Godelove logice tedy nelze vyjadtit implikaci disjunkci.

3.10.3 VL (tn)

Pro platnost formule (¢ = w) < (—¢ v ) v soucinové logice musi samoziejmé také platit

val (p =) = val (—¢ vy),
coZ pti dosazeni funkénich piedpisti a x = val (p) ay = val () dava
ylx =y pro x>y,
1 = y pro0 <x<y,
1 = 1 prox=0.

Redeni tedy bude jesté mén& nez v Godelové logice. Tato soustava je totiz splnéna pouze pro
x=0,x=1,y=0neboy=1.

Graficky prubéh této formule v sou¢inove logice znazornime takto:

Obrazek 3.10.3

Ani v soucinove logice tedy nelze implikaci vyjadiit pomoci disjunkce.

3.11 Idempotenéni zdkony
(prg) <o

(pveo) <o

Podle lemmatu 2.4.4 plati val (¢ A ) = min (val (¢), val (p)) = val (¢), takZe (p A ) <0 je
1-tautologie.

Obdobn¢ plati val (p v ¢) = max (val (p), val (p)) = val (p) a (¢ v ¢) < ¢ je tudiZ také 1-
tautologie.

Idempotenéni zdkony tedy v ZL plati.
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3.12 Absorpéni zdkony

(pvipay) <o
(pr(pvy) <o

Podle (9) plati (¢ v (¢ 2 yw)) = (¢ v @) av minulém bod¢ jsme dokazali (¢ v ¢) < ¢. Opacné

podle (13a) plati ¢ = (¢ v (¢ A ). (¢ v (@ A w)) < @]e tedy dokazatelné v ZL.

Podle 3.8 plati (p 2 (¢ viy)) < (9 2 p) v(p Ay)) apodle (9) (p 1 p) =galp Ay) =0
Podle (16) tedy ((p A @) v (p A w)) = ¢, takZe také (¢ 1 (¢ v w)) = ¢. Podle (13a) plati opacné
9 =@ap)=pn9) vipgay)atedy (pa(pvy)) <o

Absorpéni zakony jsou dokazatelné v ZL.

3.13 Zakon kontrapozice

(p=y) < (v = —9)

Jako (18b) jsme dokazali (p = w) = (= = —¢), opacny vztah (- = —p) = (p = y) ale
obecné neplati. Musel by totiZ platit vztah

i(i(y, 0),ix,0) < 1(xY)

a tento vztah obecné neplati. Musime tedy prozkoumat jeho platnost v zavislosti na vybéru t-
normy.

3.13.1 VL (t)

Aby platil z&kon kontrapozice v Lukasiewiczov¢ logice, musi platit
iL(l-y,1-x) < it(xy) a tedy
min (1, 1-(1-y) +1-x) < min(1,1-x+Yy), takZe

min(1,1-x+y) < min(l,1-x+Yy).

Tento vyraz tudiz plati pro libovolnd x, y € [0, 1], zdkon kontrapozice tedy v Lukasiewiczové
logice plati.
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3.13.2 VL (to)

V piipadé¢ zdkona kontrapozice by v Gddelove logice muselo platit

ic (is (¥, 0),Ic (x, 0)) < s (xY),

coZ lze rozepsat jako
1 < 1 prox=0ay=0
1 < 1 prox=0ay>0
0 < O prox>0ay=0
1 < ig(xy prox>0ay=>0.

Jak je vidét, tento vyraz tedy plati pouze pro x <y neboy = 0.

Z&akon kontrapozice tedy v Godelové logice neplati.

3.13.3 VL (tn)

Obdobné by i v soucinové logice muselo platit

iz (i (y,0),in(x0) < in(xYy),

coz lIze obdobné¢ jako v Godelové logice rozepsat jako

1 < 1 prox=0ay=0
1 < 1 prox=0ay>0
0 < O prox>0ay=0
1 < ig(xy prox>0ay=>0.

a tento vyraz také plati pouze pro x <y neboy = 0.

Z&kon kontrapozice tedy neplati ani v soucinové logice.
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3.14 Zakon Dunse Scota

(pr—p) =y
kontradikce je explozivni

Premisou této formule je ve dvouhodnotoveé logice kontradikce, ve 3.4 jsme vSak jiz ukazali,
Ze formule ¢ A —p je kontradikci pouze v Godelové a soucinove logice, zatimco v Lukasiewiczové
nikoliv. Ve VL(tg) a VL(t;;) tedy podle (A7) plati O = y.

Z&kon Dunse Scota plati jen v Godelové a soucinoveé logice.

3.15 Zakon o sluéovani premis

(p=(w=0)={ery) =0

Podle (A5a) (¢ = (v =x)) = ((p & w) =), a proto zjevné v Godelové logice plati (¢ = (v
=) = (@ A y) =y). V ZL viak tento zakon dokazatelny neni.

3.15.1 VL (t,)

Aby platil z&kon o slu¢ovani premis musi platit

min (1,1-x+min(1,1-y+z) <  min (1,1-min(x,y)+z), takZe

1-x+min(1,1-y+z) <  1-min(x,y)+z,
coz plati pouze prox, y, z € {0, 1}.

Grafické znazornéni pribehu pravdivostnich hodnot této formule bude shodné jako na obr.
3.7.1.

Z&kon o slucovani premis tedy v Lukasiewiczové logice neplati.

3.15.2 VL (tp)
Pro platnost zakona o slu¢ovani premis by mélo platit

1 < 1 prox <yay <z,
1 < 1 proy=0
min(1,z/(x.y)) < min(l,z/min(x,y)) jinak.
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Z tohoto vztahu je ziejmé, Ze plati pouze pro x, y, z € {0, 1}.

Grafické znazorneni pribehu pravdivostnich hodnot této formule bude shodné jako na obr.
3.7.2.

Z&kon o slucovani premis tedy neplati ani v sou¢inové logice.

3.16 Zakon o zaméné premis

(p=(w =)=l =(@=x)

(¢ = (v =) = (v = (p =) jejiz dokazan jako (2), plati tedy v ZL.

3.17 Hypoteticky sylogismus

((p=v) Ay =) =(p=2)
tranzitivnost implikace

Z(Al) a(A5)plyne (¢ = y) & (v =) = (9 = 1) (9 = ¥) A (y =x)) = (¢ = ), tedy
jasné plati v Godelové logice, o ostatnich logikach ale toto prohlasit nemuzeme.

3.17.1 VL (t.)
Aby platil hypoteticky sylogismus, musi v Lukasiewiczové logice platit

min(min(1,1-x+y),min(1,1-y+z)) <  min (1,1-x+2), z ¢ehoz

min (1-x+y,1-y+z) <  min (1,1-x+2),
coZ neplatiprox>yay>z.

Grafické zndzornéni prabéhu pravdivostnich hodnot této formule ve VL (t.) pro x = val (p),
y =val (y) az = val (). Opét zobrazujeme minimalni hodnotu pies z.
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Obrazek 3.17.1

Hypoteticky sylogismus tedy v Lukasiewiczové logice neplati a tranzitivnost implikace zde
vyjadiujeme radgji pomoci (Al).

3.17.2 VL (tn)

V soucinove logice musi pro platnost hypotetického sylogismu platit

min (iz (x.y), iz (y,2) < ig(x 2), coZ lze rozepsat
min(y/x,z/ly) < z/x prox>yay>z
zly < zlx prox<yaz<x

atd.

Tento vyraz neplatiprox >yay >z.

Grafické zndzornéni prabéhu pravdivostnich hodnot této formule ve VL (t;) pro x = val (¢),
y =val (y) az = val (y). Opét zobrazujeme minimalni hodnotu pies z.

Obrazek 3.17.2

Hypoteticky sylogismus tedy neplati ani v sou¢inoveé logice, proto zde tranzitivnost implikace
také vyjadiujeme pomoci (Al).
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3.18 Princip ,reductio ad absurdum®

(p=v) (9= -W) = —¢
(mp=y) A(=p =) =9
dikaz sporem

Podle (12) plati ((p = @) 2 (9 = ) = (¢ = (W A ).

Z&kon sporu plati pouze v Godelové a soucinové logice, a proto pouze zde plati (v A —y) <
O. V t&hto dvou logikach potom dostaneme ((¢ = w) A (¢ = —y)) = —¢. Analogicky pro ((—¢ =
W) A (=@ = —w)) = ——¢. ProtoZze ale v Godelové ani v soucinové logice neplati zakon dvojité
negace, nelze toto upravit na ((—@ = ) A (=@ = —w)) = @.

Tento z&kon tedy v Gddelove a souc¢inové logice plati pouze v omezené podobg, a to ((¢ = v)
A (¢ = —w)) = —¢. Pomoci dikazu sporem lze tedy ve VL (tg) a VL (t;;) doké&zat pouze neplatnost
vyroku.

V Lukasiewiczov¢ logice zakon sporu neplati, neplati proto ani dtikaz sporem.

3.19 Dukaz rozborem pFipadu

(pvw) A=) Ay =) =x

Z(16) ((p =) » (v =x) = (9 vy) =x) a (A5a) plyne (((p =) A (v = 1)) & (¢ v))
= y. V Godelové logice Ize nahradit silnou konjunkci min-konjunkci, diikaz rozborem ptipada zde
tedy plati.

3.19.1 VL (t.)

Aby platila tato formule v Lukasiewiczové logice, musi platit
min(1,max(x,y),1-x+z,1-y+z) < 7z,

a to plati pouze prox <zay <znebox=1neboy=1.

Grafické zndzornéni této formule (opét pro x = val (¢), y = val (w), z = val (y) a zobrazeni
minimalni hodnoty ptes z) vypada v Lukasiewiczove logice takto:
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Obrazek 3.19.1

V Lukasiewiczov¢ logice tedy dukaz rozborem piipadi neplati.

3.19.2 VL (tn)

V soucinove logice musi pro platnost ditkazu rozborem ptipadua platit

min (max(x,y),z/x, zly) < 2 prox>zay>z,
min (max(x,y),1,zly) < z prox <zay>z,
min (max(x,y),z/x,1) < z prox>zay <z,
min (max(x,y),1,1) < z prox <zay <z.

Tato soustava vSak plati pouze prox <zay <znebox =1neboy=1.

Grafické zndzornéni této formule (opét pro x = val (p), y = val (w), z = val (y) a zobrazeni
minimalni hodnoty ptes z) vypada v souc¢inové logice takto:

Obrazek 3.19.2

Ani v soucinove logice tedy dukaz rozborem ptipadu neplati.
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Zaver
V préaci se podatilo ukazat, Ze fada zakont dvouhodnotové logiky plati i ve fuzzy logice, a
nékteré dokonce nezavisle na volbé t-normy.

Dulezita je zejména platnost pravidla modus ponens, nebot’ pravé to pouzivime nejéastéji
k dedukci a diky nému maZeme definovat pojmy ditkaz a dokazatelnost zptisobem, jako jsme zvykli ve
dvouhodnotové logice.

Diky tomu, Ze plati zkon totoZnosti, ma vibec smysl se fuzzy logikou zabyvat, bez n¢j by
totiz nemélo smysl pritazovat vyrokam pravdivostni hodnoty.

DalSi skupinou jsou komutativni, asociativni a distributivni zakony. Tyto z&kony ve fuzzy
logice pro konjunkci a disjunkci rovnéz plati, diky ¢emuz muzeme provadét upravy vyrokovych
formuli obdobn¢ jako v klasické logice. De Morganovy z&kony, rovnéZ platné ve viech logikach,
umoziuji nahrazovat konjunkci disjunkci a naopak a spolu s idempotencnimi a absorpénimi zakony
potvrzuji chovani konjunkce a disjunkce, na které jsme zvykli z dvouhodnotové logiky.

Zéakon ekvivalence plati ve fuzzy logice celkem pochopitelné, nebot' ekvivalence je
definovana jako oboustranna implikace. Ve vSech logikach plati jeSté zakon o zaméné premis, ktery
také casto pouzivame pti Upravach logickych formuli.

Existuji ale zakony dvouhodnotové logiky, které v zékladni logice neplati, jejich platnost
zavisi na zvolené t-normg. Logiky ur¢ené raznymi t-normami maji tudiz obecné razné vlastnosti.

Jednou z duleZitych vyrokovych logik je Lukasiewiczova logika. V této logice narozdil od
jinych plati z&kon dvojité negace a diky tomu zde Ize definovat dalSi spojku — silnou disjunkci. Tato
spojka umoZiiuje platnost dalSich zakonu jako vyjadieni implikace pomoci disjunkce a potvrzuje
dokonce i zdkon vylouceného tietiho, coz zni pro fuzzy logiku pomérné nepiirozené. Kvuli specifické
funkci negace ale v Lukasiewiczové logice neplati zdkon sporu a tudiz ani dikaz sporem. Zéakon
Dunse Scota se v Lukasiewiczov¢ logice rovnéZz neprokazuje, ne snad proto, Ze by kontradikce nebyla
explozivni, ale proto, Ze jeho premisa zde neni kontradikci.

Oproti tomu v Godelové ani v sou¢inove logice neplati zdkon dvojité negace, plati zde vSak
z&kon sporu a diky tomu v omezené miie i dtikaz sporem. Premisa zdkona Dunse Scota je kontradikce
a tak plati i tento zakon. V Gddelove a v sou¢inove logice vSak nelze implikaci nahrazovat disjunkci a
neplati zde ani zdkon vylouceného tietiho, to nas ale ve fuzzy logice ptili§ nepiekvapuje.

Dualezitym rozdilem mezi Goédelovou a sou¢inovou logikou je, Ze i silnd konjunkce
v Godelove logice je idempotentni. Dasledkem této jeji vlastnosti je, Ze v Godelové logice plati zakon
0 slucovani premis a klasicky dukaz rozborem ptipada. V Godelové logice dale plati také klasicka
distributivnost a tranzitivnost implikace.

Jak je vidét, kazda z vyrokovych fuzzy logik mé ponékud odlisné vlastnosti, a proto v nich
ruzné zakony Klasické vyrokove logiky plati nebo neplati. Platnost téchto nekterych zakonu klasické
dvouhodnotové logiky maizeme pouzit k usuzovani a dokazovani ve fuzzy logice. Usudky a dikazy
diky nim maZeme provadét zpasobem, na jaky jsme zvykli.
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Seznam pojmu

disjunkce

ekvivalence

implikace

konjunkce

kontradikce

modus ponens

negace

silnd konjunkce
tautologie
te

'
t-norma

tn
vyrok

vyrokova formule

residuum t-normy
ohodnoceni
zakladni logika

siln& disjunkce

logické nebo, vyrokova spojka, oznacuje se v, v klasické logice je pravdiva,
pokud je pravdivy alespon jeden z obou vyroka. Ve fuzzy logice je definovana

jako (90 = y) =) A ((y = 90) =0)

vyrokova spojka, zna¢i se <, v klasické logice je pravdivd, pokud jsou
pravdivé oba vyroky. Ve fuzzy logice je definovana jako (p = ) & (v = ¢)

vyrokova spojka jestlize ... pak ..., oznacuje se =, v klasické logice je
nepravdiva, pokud je prvni vyrok pravdivy a druhy nikoliv, jinak je pravdiva.
Ve fuzzy logice je implikace definovéana jako residuum t-normy.

logické a, vyrokova spojka, znaci se A, v Kklasické logice je pravdiva, pokud
jsou pravdivé oba vyroky. Ve fuzzy logice je konjunkce definovéna jako

9 &(p =y)
formule, ktera je pro kazde ohodnoceni vyrokovych proménnych nepravdiva

pravidlo odlouceni, dedukeni pravidlo, fika, Ze pokud plati ¢ a ¢ = w, potom
plati také y

jednomistnd vyrokova spojka, logicky zapor. V klasické logice je pravdivostni
hodnota negace opac¢na k hodnoté vyroku. Ve fuzzy logice je definovana jako ¢
=0

z&kladni vyrokova spojka ve fuzzy logice, oznacuje se &, jeji pravdivostni
funkci je t-norma

formule, kterd je pravdiva pro kazdé pravdivostni ohodnoceni vyrokovych
proménnych, z nichz je sloZzena. Ve fuzzy logice se pro uptesnéni pouZiva
oznaceni 1-tautologie

Godelova t-norma, tg (x, y) = min (X, y)
Lukasiewiczova t-norma, t, (X, y) =max (0, x +y-1)

pravdivostni funkce silné konjunkce, z t-normy jsou odvozeny pravdivostni

funkce vSech vyrokovych spojek ve fuzzy logice. Nejzndméjsi t-normy jsou
Lukasiewiczova (t.), Godelova (tc) a soucinova (tz).

Soucinova t-norma, t; (X, y) =X.y
véta jazyka, které ma smysl prifadit pravdivostni hodnotu

zépis vyroku , sklada se z podformuli, vyrokovych proménnych a vyrokovych
spojek

residuum Lukasiewiczovy t-normy, i, (X,y) =1-x+y
residuum Gddelovy t-normy, i (X, y) =y
residuum soucinové t-normy, Goguenova implikace, iz (X, y) = y/x

pravdivostni funkce implikace, i(x, y) = max {z € [0,1]; t(x, ) <y}, prox >y
platii (x,y) =1

val (p), ohodnoceni vyrokovych proménnych je zobrazeni, které vyrokové
promeénné prifazuje jeji pravdivostni hodnotu.

systém axiomd, které plati ve viech vyrokovych logikéach, nezavisle na volbé t-
normy

vs, Unikatni spojka Lukasiewiczovy logiky, je definovana jako —¢p =

-B53-
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